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2.1. Для a ∈ R положим ⌈a⌉ = min([a,+∞) ∩ Z) и определим функцию F : (0,+∞) → R
формулой F (x) = x − ⌈1/x⌉. Вычислите

∫
[1/

√
15,2]

x dµF (x), где µF — мера Лебега–Стилтьеса,
построенная по F (см. задачи 2.6 и 3.4 из списков к семинарам).

2.2. Пусть (X,µ) — пространство с мерой и f : X → K (где K = R или K = C) — интегрируемая
функция. Докажите, что µ{x ∈ X : |f(x)| > t} = o(t) при t → +∞.

2.3. Приведите пример последовательности (fn) неотрицательных ограниченных борелевских
функций на [0, 1], поточечно сходящейся к нулю, интегралы которых стремятся к нулю, но для
которых функция supn fn не интегрируема.

2.4. Пусть (X,µ) — пространство с конечной мерой, и пусть функция f : X × [0, 1] → R такова,
что для каждого t ∈ [0, 1] функция x 7→ f(x, t) интегрируема на X, и для каждого x ∈ X функ-
ция t 7→ f(x, t) непрерывна на [0, 1]. Докажите, что функция t 7→

∫
X
f(x, t) dµ(x) — борелевская.

2.5. Пусть (an) — последовательность положительных чисел, причем
∑

n an lnn < +∞. Дока-
жите, что для любой последовательности (xn) в R ряд

∑
n

an
|x− xn|

сходится для почти всех

x ∈ R. (Указание: рассмотрите множества вида [−c, c] \
∪

n(xn − ε/n2, xn + ε/n2).)


